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Abstract
In this work we generalize the concept of integration from the ring of real functions to
arbitrary rings. We present the following basic properties of integration on rings: integration
as a set-valued function, structure of integrals, homogeneity and additivity of integrations,
integration by parts, integration of powers of elements, and Jordan integrations.
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Poglavje 1
UVOD
V magistrskem delu bomo posplosili pojem integriranja s kolobarja realnih funkcij
na poljuben kolobar. Natancno bodo predstavljene osnovne lastnosti integriranja na
kolobarjih, ki so predstavljene v [1]:
1. integral kot veclicna funkcija,
2. struktura integrala,
3. homogenost in aditivnost integrala,
4. integriranje po delih,
5. integriranje potenc,
6. lastnosti integrala, porojene iz ustreznega odvajanja,
7. jordanska integriranja.
Medtem ko so posplositve odvajanj s kolobarja realnih funkcij na poljuben kolobar
predmet stevilnih raziskav ze desetletja (glej na primer [2], [3], kjer se nahaja vec
virov), je bila podobna posplositev integriranja predstavljena sele pred kratkim [1].
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Tako to podrocje se ni obsirneje raziskano. Z uvedbo integriranj v teorijo kolobarjev
se odpirajo vrata novim raziskavam, kot so:
1. nov pogled na odvajanja na kolobarjih (prava odvajanja),
2. nov pogled na ze poznan nedoloceni integral funkcij,
3. raziskave lastnosti integriranj na kolobarjih,
4. posplositev pojma diferencialnih enacb s kolobarja realnih funkcij na poljuben
kolobar.
Magistrsko delo je sestavljeno iz stirih poglavij, katerih struktura je v nadaljevanju po-
drobneje predstavljena. V drugem poglavju si ogledamo osnovne pojme matematicne
analize (odvod in nedoloceni integral realnih funkcij) in algebre (kolobarji in njihove
lastnosti), ki so potrebni za nadaljnje delo. V tretjem poglavju najprej predstavimo
odvajanja na kolobarjih in nato z njihovo pomocjo deniramo integriranja na kolobar-
jih ter predstavimo njihove glavne lastnosti. V cetrtem poglavju so predstavljena se
jordanska integriranja in njihove lastnosti.
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Poglavje 2
OSNOVNI POJMI
V tem poglavju bomo opisali in predstavili osnovne pojme, ki jih bomo potrebovali pri
obravnavi glavnih rezultatov. Najprej si bomo ogledali odvod funkcije, nato nedoloceni
integral funkcije in nazadnje se osnovne lastnosti kolobarjev.
2.1 ODVOD FUNKCIJE
Naj bodo D  R, f : D ! R in x0 2 D. Ce obstaja limita
lim
h!0
f(x0 + h)  f(x0)
(x0 + h)  x0 = limh!0
f(x0 + h)  f(x0)
h
;
recemo, da je funkcija v tocki x0 odvedljiva. Tej limiti pravimo odvod funkcije f v
tocki x0 ter jo oznacimo z f
0(x0).
Funkcija f : D ! R je odvedljiva, ce je odvedljiva v vsaki tocki x 2 D.
Primer 2.1 Po deniciji izracunajmo odvod funkcije f : R ! R, ki je podana s
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predpisom f(x) = x3. Za vsak x 2 R velja
f 0(x) = lim
h!0
f(x+ h)  f(x)
h
= lim
h!0
x3 + 3x2h+ 3xh2 + h3   x3
h
= lim
h!0
3x2h+ 3xh2 + h3
h
= lim
h!0
h(3x2 + 3xh+ h2)
h
= lim
h!0
(3x2 + 3xh+ h2) = 3x2:
Naj bosta f in g funkciji D ! R. Dogovorimo se, da je funkcija f odvod funkcije g,
ce za poljuben x 2 D velja, da je g0(x) = f(x). V tem primeru pisemo
g0 = f:
Naj boD  R. V tem primeru bomo zO(D) oznacevali druzino vseh odvedljivih funkcij
D ! R in z RD druzino vseh funkcij D ! R. Ocitno je O(D) poddruzina druzine RD.
Za poljubni funkciji f; g 2 RD in za poljuben c 2 R naj bodo f + g; f  g; c  f : D ! R
funkcije, denirane s predpisi:
(f + g)(x) = f(x) + g(x); za vsak x 2 D;
(f  g)(x) = f(x)  g(x); za vsak x 2 D;
(c  f)(x) = c  f(x); za vsak x 2 D:
V posebnem primeru, ce je g(x) 6= 0 za vsak x 2 D, je funkcija f
g
: D ! R denirana
s predpisom 
f
g

(x) =
f(x)
g(x)
; za vsak x 2 D:
Denicija 2.1. Naj bo D  R. Preslikavi
d : O(D)! RD;
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ki je denirana s predpisom d(f) = f 0, pravimo odvajanje.
Primer 2.2 Ker je za vsak x 2 R, (sin x)0 = cos x, velja
d(sin) = cos :
2.2 PRAVILA ZA ODVAJANJE
V tem razdelku si bomo ogledali osnovne lastnosti preslikave d, ki smo jo denirali
zgoraj.
Naslednji izrek pove, da je odvod konstantne funkcije enak nicelni funkciji.
Izrek 2.1. Naj bo D  R odprt interval. Naj bo se f : D ! R funkcija, denirana s
predpisom f(x) = c za vsak x 2 D, kjer je c 2 R. Potem je f odvedljiva funkcija in
velja d(f) = 0, kjer je 0 : D ! R funkcija, denirana s predpisom 0(x) = 0 za vsak
x 2 D.
Dokaz. Naj bo x 2 D. Tedaj je
f 0(x) = lim
h!0
f(x+ h)  f(x)
h
= lim
h!0
c  c
h
= lim
h!0
0
h
= 0:
To pomeni, da je d(f) = 0.
Izrek 2.2. Naj bo D  R odprt interval. Naj bosta se f; g : D ! R odvedljivi funkciji.
Potem je f  g odvedljiva funkcija in velja d(f  g) = d(f) d(g).
Dokaz. Oznacimo F = f  g. Naj bo x 2 D. Tedaj je
lim
h!0
F (x+ h)  F (x)
h
= lim
h!0

f(x+ h)  f(x)
h
 g(x+ h)  g(x)
h

:
Kosec J. Integriranje na kolobarjih.
Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2015 6
Ker sta f in g odvedljivi (tudi v x), obstajata limiti lim
h!0
f(x+h) f(x)
h
ter lim
h!0
g(x+h) g(x)
h
in velja
lim
h!0

f(x+ h)  f(x)
h
 g(x+ h)  g(x)
h

=
= lim
h!0
f(x+ h)  f(x)
h
 lim
h!0
g(x+ h)  g(x)
h
:
To pomeni, da je d(f  g) = d(f) d(g).
Izrek 2.3. Naj bo D  R odprt interval. Naj bosta se f; g : D ! R odvedljivi funkciji.
Potem je f  g odvedljiva funkcija in velja d(f  g) = d(f)  g + f  d(g).
Dokaz. Naj bo F = f  g. Tedaj za vsak x 2 D velja:
lim
h!0
F (x+ h)  F (x)
h
= lim
h!0

f(x+ h)g(x+ h)  f(x)g(x)
h

=
= lim
h!0

f(x+ h)  f(x)
h
g(x+ h) + f(x)
g(x+ h)  g(x)
h

:
Ker limiti lim
h!0

f(x+h) f(x)
h
g(x+ h)

in lim
h!0

f(x)g(x+h) g(x)
h

obstajata (saj sta f in g
odvedljivi), velja
lim
h!0

f(x+ h)  f(x)
h
g(x+ h) + f(x)
g(x+ h)  g(x)
h

=
= lim
h!0
f(x+ h)  f(x)
h
g(x+ h) + lim
h!0
f(x)
g(x+ h)  g(x)
h
= f 0(x)  g(x) + f(x)  g0(x):
Tako smo dokazali, da je d(f  g) = d(f)  g + f  d(g).
Posledica 2.1. Naj bo D  R odprt interval. Naj bosta se f; g : D ! R odvedljivi
funkciji. Ce je g(x) = c za vsak x 2 D, kjer je c realno stevilo, tedaj je d(g f) = g d(f).
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Dokaz. Posledica sledi neposredno iz izrekov 2.3 ter 2.1.
Izrek 2.4. Naj bo D  R odprt interval. Naj bosta se f; g : D ! R odvedljivi funkciji.
Ce je za vsak x 2 D, g(x) 6= 0, tedaj je f
g
odvedljiva funkcija in velja
d

f
g

=
d(f)  g   f  d(g)
g2
:
Dokaz. Naj bo F = f
g
. Tedaj za vsak x 2 D velja:
lim
h!0
F (x+ h)  F (x)
h
= lim
h!0
(f(x+ h)  f(x))g(x)  f(x)(g(x+ h)  g(x))
hg(x)g(x+ h)
=
= lim
h!0
f(x+h) f(x)
h
g(x)  f(x)g(x+h) g(x)
h
g(x)g(x+ h)
=
f 0(x)  g(x)  f(x)  g0(x)
g2(x)
:
Tako smo dokazali, da je d

f
g

= d(f)g f d(g)
g2(x)
.
Razdelek bomo zakljucili z nekaj preprostimi zgledi.
Primer 2.3 Naj bosta funkciji f; g : R ! R, podani s predpisoma f(x) = x2 in
g(x) = sinx. Izracunajmo odvod funkcije f + g.
d(f + g)(x) = (x2 + sin x)0 = 2x+ cos x:
Primer 2.4 Naj bosta funkciji f; g : R ! R, podani s predpisoma f(x) = x2 in
g(x) = sinx. Izracunajmo odvod funkcije f  g.
d(f  g)(x) = (x2  sinx)0 = 2x sinx+ x2 cosx:
Primer 2.5 Naj bosta funkciji f; g : R n f0g ! R, podani s predpisoma f(x) = sin x
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in g(x) = x2. Izracunajmo odvod funkcije f
g
.
d

f
g

(x) =

sinx
x2
0
=
cosx  x2   sin x  2x
(x2)2
=
x2 cosx  2x sin x
x4
:
2.3 NEDOLOCENI INTEGRAL
V tem razdelku bomo predstavili osnovne pojme v povezavi z nedolocenim integralom.
Sama denicija nedolocenega integrala se bo v formulaciji malce razlikovala od stan-
dardnih formulacij, ki jih ponavadi najdemo v literaturi. V literaturi namrec ponavadi
naletimo na naslednja pristopa:
1. Naj bo D  R ter naj bo f : D ! R funkcija. Vsaka funkcija F : D ! R, za
katero velja, da je F 0 = f (oziroma d(F ) = f), se imenuje nedoloceni integral
funkcije f .
2. Naj bo D  R ter naj bo f : D ! R funkcija. Naj bo se F : D ! R taka
funkcija, da je d(F ) = f . Nedoloceni integral funkcije f je druzina funkcij
fF + c j c 2 Rg:
Opomba 2.1. Za vsako realno stevilo c, F + c oznacuje funkcijo F + c : D ! R,
denirano s predpisom
(F + c)(x) = F (x) + c:
V primeru, ko je D povezan interval, sta zgornja pristopa ekvivalentna, saj velja na-
slednji izrek.
Izrek 2.5. Naj bo D  R (povezan) interval ter naj bodo f; F;G : D ! R funkcije,
kjer sta F in G odvedljivi funkciji. Velja, da je d(F ) = d(G) = f natanko tedaj, ko
obstaja taka konstanta c 2 R, da je G = F + c.
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Dokaz. Dokaz najdemo na strani 213 v [5].
V magistrskem delu nas bodo zanimale tudi funkcije f : D ! R, kjer D ni nujno
(povezan) interval { zanimali nas bodo primeri, kjer je D na primer nepovezana unija
paroma disjunktnih odprtih intervalov. Glej naslednje primere.
Primer 2.6 Naj bo f : R n f0g ! R funkcija, denirana s predpisom f(x) = 1
x
. Opa-
zimo, da je funkcija f denirana na uniji dveh disjunktnih odprtih intervalov ( 1; 0)
in (0;1) { njeno denicijsko obmocje ni povezano. V literaturi pogosto naletimo na
formulo, ki pravi Z
1
x
dx = ln jxj+ c:
Ker denicijsko obmocje funkcije f ni povezano, opisana formula ne poda vseh ne-
dolocenih integralov dane funkcije. Namrec, funkcija g : R n f0g ! R, ki je denirana
s predpisom
g(x) = ln jxj+
8>><>>:
1; x > 0
2; sicer
je tudi funkcija, katere odvod je enak f in ni oblike ln jxj+ c. Izkaze se, da je s formulo
Z
1
x
dx = ln jxj+
8>><>>:
c1; x > 0
c2; sicer
opisana druzina vseh takih funkcij R n f0g ! R, katerih odvod je funkcija f .
V naslednjem primeru bomo uporabili znano metodo univerzalne substitucije.
Primer 2.7 Pri racunanju integrala
R
dx
2+cosx
z uvedbo nove spremenljivke t = tan x
2
(glej [5], stran 264) dobimo, da je
Z
dx
2 + cosx
=
2p
3
arctan
tan x
2p
3
+ c:
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Oznacimo f(x) = 1
2+cosx
in gc(x) =
2p
3
arctan
tan x
2p
3
+ c za vsak x. Opazimo, da je
denicijsko obmocje funkcije f enako R, denicijsko obmocje funkcije gc pa ni enako
R za noben c, saj na primer funkcija gc ni denirana pri x0 = . To pomeni, da
(ce upostevamo denicijo nedolocenega integrala po prvem ali drugem pristopu, ki sta
opisana zgoraj) funkcija gc ni nedoloceni integral funkcije f za noben c. Graf funkcije
gc za c = 0 prikazuje naslednja slika.
-30 -20 -10 10 20 30
-1.5
-1.0
-0.5
0.5
1.0
1.5
Slika 2.1: Graf funkcije g0.
Ce povezane veje grafa funkcije g0 na zgornji sliki premaknemo za ustrezne konstante
tako, da lahko dobljeno funkcijo razsirimo do zvezne funkcije g na celi realni osi R,
tedaj lahko hitro ugotovimo, da je dobljena funkcija g nedoloceni integral funkcije f .
Druzina vseh nedolocenih integralov funkcije f je v tem primeru fg + c j c 2 Rg.
Nasa denicija nedolocenega integrala bo zajemala tudi primere funkcij, ki so denirane
na nepovezanih mnozicah D  R.
Denicija 2.2. Naj bo D  R ter naj bo f : D ! R funkcija. Nedoloceni integral
funkcije f je druzina funkcij
fF : D ! R j d(F ) = fg:
Kosec J. Integriranje na kolobarjih.
Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2015 11
Oznaka 2.1. Nedoloceni integral funkcije f bomo oznacevali takole:
Z
f(x)dx
ali krajse Z
f:
Denicija 2.3. Naj bosta A;B  RD in naj bo c 2 R. Tedaj deniramo
A+B = ff + g j f 2 A; g 2 Bg
ter
c  A = fc  f j f 2 Ag:
Naslednji izrek med drugim pove, da ce integral neke funkcije ni prazna druzina, tedaj
vsebuje nestevno mnogo paroma razlicnih funkcij.
Izrek 2.6. Naj bo F 2 R f . Tedaj je za vsako konstanto c 2 R tudi F + c 2 R f .
Dokaz. Ker je d(F + c) = d(F ) + d(c) = d(F ), sledi, da je F + c 2 R f , za poljuben
c 2 R.
2.4 PRAVILA ZA INTEGRIRANJE
V tem razdelku bomo preucili linearnost nedolocenega integrala in si ogledali integracijo
po delih. Najprej bomo dokazali, da je nedoloceni integral aditivna preslikava.
Izrek 2.7. Naj bosta f in g funkciji D ! R, taki, da sta R f in R g neprazni mnozici.
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Tedaj je tudi
R
(f + g) neprazna mnozica ter velja
Z
(f + g) =
Z
f +
Z
g:
Dokaz. Naj bo F 2 R f in G 2 R g. Najprej dokazimo, da je R (f + g) 6= ;. Ker je
d(F +G) = d(F ) + d(G) = f + g, sledi, da je F +G 2 R (f + g). Dokazimo se enakost
mnozic Z
(f + g) =
Z
f +
Z
g:
Naj bo H 2 R (f + g). Dokazali bomo, da je H 2 R f + R g tako, da bomo poiskali
funkciji H1 2
R
f in H2 2
R
g, za kateri je H = H1 + H2. Denirajmo H1 = F
in H2 = H   F . Ocitno je H1 + H2 = H. Ker je d(H1) = d(F ) = f in d(H2) =
d(H   F ) = d(H)   d(F ) = f + g   f = g, velja H 2 R f + R g. Tako smo dokazaliR
(f + g)  R f + R g. Dokazimo se obratno inkluzijo. Naj bo H 2 R f + R g. To
pomeni, da obstajata taka H1 2
R
f ter H2 2
R
g, da je H1 + H2 = H. Ker je
d(H) = d(H1 +H2) = d(H1) + d(H2) = f + g, sledi, da je H 2
R
(f + g).
Naslednji izrek govori o homogenosti nedolocenega integrala.
Izrek 2.8. Naj bo f funkcija D ! R, taka, da je R f neprazna mnozica in naj bo c 2 R
poljuben od 0 razlicen element. Tedaj je tudi
R
(c  f) neprazna mnozica ter velja
Z
(c  f) = c 
Z
f:
Dokaz. Naj bo F 2 R f . Najprej dokazimo, da je R (c  f) 6= ;. Ker je d(c  F ) =
c  d(F ) = c  f , sledi, da je c  F 2 R (c  f), kar pomeni, da je R (c  f) 6= ;. Dokazimo
se, da velja
R
(c  f) = c  R f . Najprej dokazimo R (c  f)  c  R f . Naj bo H 2 R (c  f).
Poiskali bomo tak H1 2
R
f , da bo veljalo, da je H = c H1. Naj bo H1 = 1c H. Ocitno
je c H1 = c  1c H = H. Ker je d(H1) = d(1c H) = 1c  d(H) = 1c  c  f = f , sledi, da je
Kosec J. Integriranje na kolobarjih.
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H1 2
R
f . Dokazimo se obratno inkluzijo. Naj bo H 2 c R f . Tedaj obstaja H1 2 R f ,
tako da je H = c H1. Ker je d(H) = d(c H1) = c  d(H1) = c  f , od tod sledi, da je
H 2 R (c  f).
Opomba 2.2. Ce je c = 0, tedaj mnozici
R
(c  f) in c  R f nista nujno enaki. Naj
bosta f; g : R! R denirani s predpisoma f(x) = 1 ter g(x) = x. Tedaj je
Z
(0  f) =
Z
0 = f0 + a j a 2 Rg:
Po drugi strani pa velja
0 
Z
f = 0  fg + a j a 2 Rg = f0g:
To pomeni, da Z
(0  f) 6= 0 
Z
f:
Na koncu tega razdelka si bomo ogledali se metodo integriranja po delih.
Izrek 2.9. Naj bosta u in v odvedljivi funkciji D ! R. Ce sta R (d(u)v); R (ud(v)) 6= ;,
tedaj velja
u  v 2
Z
(d(u)  v) +
Z
(u  d(v)):
Dokaz. Ker je po izreku 2.3 d(uv) = d(u)v+ud(v), sledi, da uv 2 R (d(u)v+ud(v)).
Po izreku 2.7 je
R
(d(u)  v + u  d(v)) = R (d(u)  v) + R (u  d(v)). Torej je u  v 2R
(d(u)  v) + R (u  d(v)).
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2.5 KOLOBARJI
V zadnjem razdelku tega poglavja bomo predstavili osnovne pojme iz teorije kolobarjev,
ki jih bomo kasneje potrebovali pri posplositvi pojmov odvajanja in integriranja s
kolobarja realnih funkcij na poljuben kolobar. Najprej bomo predstavili, kaj je to
grupa.
Denicija 2.4. Binarna operacija na mnozici A je vsaka preslikava
 : A A! A:
Mnozico A z dano binarno operacijo imenujemo grupoid.
Denicija 2.5. Grupoid je asociativen, ce za vse elemente a; b; c 2 A velja:
(a  b)  c = a  (b  c):
Asociativen grupoid imenujemo polgrupa.
Denicija 2.6. Naj bo G mnozica z dano binarno operacijo . Par (G; ) je grupa, ce
velja:
1.  je asociativna operacija: (a b)c = a (bc), za poljubne elemente a; b; c;2 G.
2. Obstaja tak element 0 2 G, da za vsak a 2 G velja
a  0 = 0  a = a:
Element 0 imenujemo nevtralni element ali enota za operacijo .
Kosec J. Integriranje na kolobarjih.
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3. Za vsak a 2 G obstaja element b, da velja
b  a = a  b = 0:
Element b imenujemo nasprotni element elementa a. Recemo tudi, da je a obrn-
ljiv element.
Izrek 2.10. Naj bo (G; ) grupa in naj bo a 2 G obrnljiv element. Tedaj obstaja
natanko en nasprotni element elementa a.
Dokaz. Recimo, da sta b1 in b2 nasprotna elementa elementa a. Dokazimo, da je
b1 = b2. Ker sta b1 in b2 nasprotna elementa elementa a, velja
b1  a = a  b1 = 0 = b2  a = a  b2:
Torej je ab1 = ab2. Od tod sledi, da je b1 (ab1) = b1 (ab2). Ker je  asociativna
operacija, je (b1  a)  b1 = (b1  a)  b2. Ker je b1  a = 0, sledi, da je b1 = b2.
Nasprotni element obrnljivega elementa a bomo ponavadi oznacevali z  a.
Denicija 2.7. Naj bo (G; ) grupa. Ce je  komutativna operacija (za poljubna ele-
menta a; b 2 G velja a  b = b  a), potem (G; ) imenujemo Abelova grupa.
Denicija 2.8. Naj bosta (G; ) in (G0;+) grupi. Preslikavo f : G ! G0 imenujemo
homomorzem grup, ce za poljubna elementa a; b 2 G velja:
f(a  b) = f(a) + f(b):
Denicija 2.9. Naj bo f : G! G0 homomorzem grup in 0 nevtralni element v grupi
G0. Mnozico
Ker(f) = fx 2 G j f(x) = 0g
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imenujemo jedro homomorzma f .
Sledi denicija kolobarja.
Denicija 2.10. Na mnozici K naj bosta denirani binarni operaciji + (sestevanje)
ter  (mnozenje). Trojka (K;+; ) je kolobar, ce velja:
1. (K;+) je Abelova grupa,
2. (K; ) je polgrupa,
3. Sestevanje in mnozenje vezeta distributivnostna zakona:
(a+ b)  c = a  c+ b  c ter c  (a+ b) = c  a+ c  b
za poljubne a; b; c 2 K.
Primer 2.8 Nasteti so osnovni primeri kolobarjev:
 (R;+; ) je kolobar, imenujemo ga kolobar realnih stevil.
 (Q;+; ) je kolobar, imenujemo ga kolobar racionalnih stevil.
 (RD;+; ) je kolobar, imenujemo ga kolobar realnih funkcij.
 (Mn(R);+; ) je kolobar, imenujemo ga kolobar n n realnih matrik.
Hitro lahko ugotovimo, da je operacija  v prvih treh primerih zgornjega zgleda komu-
tativna operacija, v zadnjem primeru pa ne.
Denicija 2.11. Naj bo (K;+; ) kolobar. Ce je  komutativna operacija (za poljubna
elementa a; b 2 K velja, da je a  b = b  a), potem (K;+; ) imenujemo komutativen
kolobar.
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Primer 2.9 Naj bo K = f2k j k 2 Zg opremljena s standardnim sestevanjem + in s
standardnim mnozenjem . Tedaj je ocitno (K;+; ) kolobar. Opazimo lahko tudi, da
za operacijo  ne obstaja nevtralni element, oziroma enota.
Denicija 2.12. Naj bo (K;+; ) kolobar. Ce obstaja tak element 1 2 K, tako da je
za vsak a 2 K
a  1 = 1  a = a;
potem se ta element imenuje enota za , (K;+; ) pa imenujemo kolobar z enoto.
Denicija 2.13. Naj bo (K;+; ) kolobar z enoto 1 in a 2 K. Recemo, da je a obrnljiv
element, ce obstaja tak element b 2 K, da velja a  b = b  a = 1.
Izrek 2.11. Naj bo (K;+; ) kolobar z enoto 1 in a 2 K obrnljiv element. Tedaj obstaja
natanko en tak element b 2 K, tako da velja a  b = b  a = 1.
Dokaz. Recimo, da sta b1 in b2 taka elementa iz K, da je
b1  a = a  b1 = 1 = b2  a = a  b2:
Dokazimo, da je b1 = b2. Opazimo, da je a  b1 = a  b2. Od tod sledi, da je b1  (a  b1) =
b1  (a  b2). Ker je  asociativna operacija, je (b1  a)  b1 = (b1  a)  b2. Ker je b1  a = 1,
sledi, da je b1 = b2.
Naj bo (K;+; ) kolobar z enoto 1 in a 2 K obrnljiv element. Enolicnemu elementu b,
za katerega velja a  b = b  a = 1, recemo inverz elementa a in ga oznacimo z a 1.
Denicija 2.14. Naj bo (K;+; ) kolobar in naj bo K 0  K. Ce je tudi (K 0;+; )
kolobar, tedaj pravimo, da je (K 0;+; ) podkolobar kolobarja (K;+; ).
Enostavno lahko dokazemo, da je (K 0;+; ) podkolobar kolobarja (K;+; ) natanko
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tedaj, ko za poljubna elementa a; b 2 K 0 velja
a  b 2 K 0 ter a  b 2 K 0;
dokaz najdemo na strani 93 v [4].
Sledita deniciji homomorzma ter izomorzma kolobarjev.
Denicija 2.15. Naj bosta (K;+; ) in (K 0;;
) kolobarja. Preslikavo f : K ! K 0
imenujemo homomorzem kolobarjev, ce za poljubna elementa a; b 2 K velja:
1. f(a+ b) = f(a) f(b),
2. f(a  b) = f(a)
 f(b).
Jasno je, da je vsak homomorzem kolobarjev (K;+; )! (K 0;;
) tudi homomor-
zem grup (K;+)! (K 0;).
V nadaljevanju bomo kolobar (K;+; ) oznacevali tudi samo s K, ne da bi eksplicitno
navedli tudi operaciji.
Denicija 2.16. Homomorzem kolobarjev f : K ! K 0 imenujemo izomorzem ko-
lobarjev, ce je f bijektivna preslikava. Kadar med dvema kolobarjema obstaja izomor-
zem, recemo, da sta izomorfna (v algebrskem smislu enaka).
Na koncu razdelka bomo preucili se primer komutativnega kolobarja.
Primer 2.10 Naj bo M = fx 2 R j x > 0g mnozica vseh pozitivnih realnih stevil.
Operaciji  in 
 denirajmo na naslednji nacin:
x y = xy;
x
 y = xlog y;
za poljubna x; y 2M . Pokazimo, da je (M;;
) komutativen kolobar.
Najprej pokazimo, da je (M;) Abelova grupa.
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 Ker za poljubne x; y; z 2M velja
(x y) z = (xy) z = (xy)z = xyz;
x (y  z) = x (yz) = x(yz) = xyz;
je  asociativna operacija.
 Ker za poljubna x; y 2M velja
x y = xy = yx = y  x;
je  komutativna operacija.
 Nevtralni element za  je 1, saj za vsak x 2M velja
x 1 = x  1 = x:
 Naj bo x 2M poljuben element. Tedaj je njegov nasprotni element  x = 1
x
, saj
velja
x ( x) = x  1
x
= 1:
Pokazimo se, da je (M;
) polgrupa.
 Ker za poljubne x; y; z 2M velja
(x
 y)
 z = (xlog y)
 z = (xlog y)log z = xlog ylog z;
x
 (y 
 z) = x
 (ylog z) = xlog ylog z = xlog zlog y = xlog ylog z;
je 
 asociativna operacija.
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 Ker za poljubna x; y 2M velja
x
 y = xlog y = ylog x = y 
 x;
je 
 komutativna operacija (iz log y  log x = log x  log y sledi log xlog y = log ylogx
in od tod xlog y = ylogx).
 Ker za poljubne x; y; z 2M velja
(x y)
 z = (x  y)log z = xlog z  ylog z = x
 z  y 
 z;
operaciji  in 
 povezuje tudi distributivnostni zakon.
Tako smo pokazali, da je (M;;
) komutativen kolobar, se vec, je tudi komutativen
kolobar z enoto (enota za operacijo 
 je e), saj za vsak x 2M velja
e
 x = elog x = x;
x
 e = xlog e = x:
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Poglavje 3
INTEGRIRANJA NA
KOLOBARJIH
Glavni rezultati tega poglavja so rezultati, ki so opisani v clanku [1]. Pred predsta-
vitvijo teh rezultatov bomo predstavili pojem odvajanja na kolobarju. Nato bomo
s pomocjo takih odvajanj denirali se pojem integriranja na kolobarju in predstavili
osnovne lastnosti takih integriranj.
3.1 ODVAJANJA NA KOLOBARJIH
Najprej bomo posplosili pojem odvajanja s kolobarja odvedljivih funkcij na poljuben
kolobar.
Denicija 3.1. Naj bo K kolobar (ne nujno kolobar z enoto). Funkciji d : K ! K
pravimo odvajanje na K, ce za poljubna x; y 2 K velja:
1. d(x+ y) = d(x) + d(y),
2. d(x  y) = d(x)  y + x  d(y).
Sledi nekaj primerov odvajanj.
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Primer 3.1 Naj bo K mnozica vseh realnih polinomov. Tedaj je za standardno
sestevanje + ter standardno mnozenje , (K;+; ) ocitno kolobar. Naj bo se d : K ! K
denirana s predpisom d(p) = p0. Potem je d odvajanje na K.
Primer 3.2 Naj bo (K;+; ) poljuben kolobar in naj bo preslikava d : K ! K deni-
rana s predpisom d(x) = 0, za vsak x 2 K. Ker je
1. za poljubna x; y 2 K,
d(x+ y) = 0
in
d(x) + d(y) = 0 + 0 = 0;
2. za poljubna x; y 2 K,
d(x  y) = 0
in
d(x)  y + x  d(y) = 0  y + x  0 = 0 + 0 = 0;
je preslikava d odvajanje.
Primer 3.3 Naj bo K kolobar 2  2 realnih matrik in naj bo A 2 K. Denirajmo
preslikavo d : K ! K s predpisom d(X) = X  A   A  X. Dokazali bomo, da je d
odvajanje na K.
1. Ocitno je d(X+Y ) = (X+Y ) A A  (X+Y ) = X A+Y A A X A Y =
X  A  A X + Y  A  A  Y = d(X) + d(Y ).
2. Ker je d(X Y ) = X Y A A X Y in d(X) Y +X d(Y ) = (X A A X) Y +
X (Y A A Y ) = X A Y  A X Y +X Y A X A Y = X Y A A X Y ,
sledi, da je d(X  Y ) = d(X)  Y +X  d(Y ).
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Izrek 3.1. Naj bo d : K ! K odvajanje na kolobarju. Tedaj je d(0) = 0.
Dokaz. Ocitno je
d(0) = d(0 + 0) = d(0) + d(0):
Od tod sledi, da je
d(0)  d(0) = d(0) + d(0)  d(0):
To dokazuje, da je d(0) = 0.
Denicija 3.2. Naj bo K kolobar. Funkciji d : K ! K pravimo notranje odvajanje
na K, ce obstaja tak a 2 K, da za vsak x 2 K velja:
d(x) = x  a  a  x:
Izrek 3.2. Vsako notranje odvajanje je tudi odvajanje.
Dokaz. Naj bo d : K ! K notranje odvajanje. To pomeni, da obstaja tak a 2 K, da
je d(x) = x  a  a  x. Dokazimo, da je d odvajanje.
1. Za poljubna x; y 2 K velja d(x+y) = (x+y)a a(x+y) = xa+ya ax ay =
x  a  a  x+ y  a  a  y = d(x) + d(y).
2. Ker je d(xy) = xy a axy in d(x)y+xd(y) = (xa ax)y+x(y a ay) =
xay axy+xy a xay = xya axy, sledi, da je d(xy) = d(x)y+xd(y)
za poljubna x; y 2 K.
Pravkar smo dokazali, da je vsako notranje odvajanje tudi odvajanje, vendar pa ob-
stajajo odvajanja, ki niso notranja odvajanja (tak primer je standardno odvajanje
funkcij).
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V nadaljevanju bomo denirali jordanska odvajanja. V ta namen si najprej oglejmo,
kako v danem kolobarju deniramo jordanski produkt.
Denicija 3.3. Naj bo (K;+; ) kolobar. Operaciji  pravimo jordanski produkt na K,
ce za poljubna x; y 2 K velja:
x  y = x  y + y  x:
Sledi denicija jordanskega odvajanja.
Denicija 3.4. Naj bo (K;+; ) kolobar. Funkciji  : K ! K pravimo jordansko
odvajanje na K, ce za poljubna x; y 2 K velja:
1. (x+ y) = (x) + (y).
2. (x  y) = (x)  y + x  (y).
V nadaljevanju bomo pokazali, da je vsako odvajanje tudi jordansko odvajanje. Izkaze
se, da obrat nujno ne velja, glej primer 4.4.
Izrek 3.3. Vsako odvajanje je jordansko odvajanje.
Dokaz. Naj bo d : (K;+; ) ! (K;+; ) odvajanje. Dokazimo, da je d jordansko
odvajanje. Vse, kar je potrebno dokazati je, da za poljubna x; y 2 K velja d(x  y) =
d(x)  y + x  d(y), kjer je  jordanski produkt na K. Ker za poljubna x; y 2 K velja
1. d(xy) = d(x y+y x) = d(x y)+d(y x) = d(x) y+x d(y)+d(y) x+y d(x),
2. d(x)  y + x  d(y) = d(x)  y + y  d(x) + x  d(y) + d(y)  x,
je d tudi jordansko odvajanje.
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3.2 INTEGRIRANJA IN d-INTEGRIRANJA
V tem razdelku bomo predstavili nov koncept integriranja na kolobarju ter dokazali
nekaj lastnosti takih integriranj. Denicija integriranja na kolobarjih izhaja iz denicije
nedolocenega integrala, kot smo jo navedli v prejsnjem poglavju in jo posplosuje.
Vemo, da ima lahko ena funkcija nestevno druzino nedolocenih integralov, zato bomo
integriranje na kolobarju denirali kot veclicno funkcijo { funkcijo, ki enemu elementu
priredi mnozico elementov. V ta namen bomo uvedli naslednje oznake:
 2K oznacuje druzino vseh podmnozic neke mnozice K,
 za poljubna A;B 2 2K n f;g deniramo A+B in A B na naraven nacin, torej
A+B = fa+ b j a 2 A; b 2 Bg
in
A B = fa  b j a 2 A; b 2 Bg:
V posebnem primeru, ko je A = fag, bomo namesto A + B ali A  B zapisali
a+B ali a B.
Sledi denicija integriranja na kolobarju.
Denicija 3.5. Naj bo K kolobar, x 2 K in d : K ! K odvajanje na K. Naj bo
id(x) = fy 2 K j x = d(y)g:
Recemo, da je y 2 K d-primitiven element elementa x 2 K, ce je
y 2 id(x):
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Funkciji id : K ! 2K, x 7! id(x) recemo d-integriranje na K, mnozici id(x) pa recemo
d-integral elementa x.
Funkcija i : K ! 2K je integriranje na K, ce obstaja tako odvajanje d na K, da velja
i = id. Mnozici i(x) v tem primeru recemo integral elementa x, za vsak element x 2 K.
Oglejmo si nekaj osnovnih primerov integriranj na kolobarjih.
Primer 3.4 Naj bo K kolobar in d : K ! K trivialno odvajanje (d(x) = 0 za vsak
x 2 K). Potem je:
 id(x) = K ce je x = 0,
 id(x) = ; ce je x 6= 0.
Kot je razvidno iz zgornjega primera, se lahko zgodi, da so d-integrali nekaterih ele-
mentov tudi prazne mnozice.
Primer 3.5 Naj bo K kolobar polinomov in d odvajanje na K, ki je denirano s
predpisom d(p) = p0 za vsak p 2 K. Tedaj je preslikava id : K ! 2K , denirana s
predpisom id(p) =
R
p, primer d-integriranja na K.
Primer 3.6 Naj bo K kolobar funkcij D ! R in d odvajanje na K, ki je denirano
s predpisom d(f) = f 0 za vsak f 2 K. Tedaj je preslikava id : K ! 2K , denirana s
predpisom id(f) =
R
f , primer d-integriranja na K.
V nadaljevanju si bomo ogledali nekaj osnovnih lastnosti integriranj na kolobarjih.
Ceprav nekatere lastnosti sledijo neposredno iz denicije integriranja, bomo zaradi
lazje predstavljivosti dokaze podali v celoti.
Trditev 3.1. Naj bo K kolobar in d : K ! K odvajanje na K. Potem velja:
1. 0 2 id(0).
2. x 2 id(d(x)), za vsak x 2 K .
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3. Ce je id(x) 6= ;, potem je d(id(x)) = fxg za vsak x 2 K.
Dokaz.
1. Ker je po izreku 3.1 d(0) = 0, sledi, da je 0 2 id(0).
2. Naj bo y = d(x). Iz denicije 3.5 sledi, da je x 2 id(y) = id(d(x)).
3. Naj bo z 2 id(x) poljuben. Potem je d(z) = x in od tod je d(id(x)) = fxg.
Naslednja trditev karakterizira surjektivnost (injektivnost) odvajanja s pomocjo la-
stnosti integriranja.
Trditev 3.2. Naj bo K kolobar in d : K ! K odvajanje na K. Potem velja:
1. Funkcija d je surjektivna natanko tedaj, ko je id(x) 6= ; za vsak x 2 K.
2. Funkcija d je injektivna natanko tedaj, ko je jid(x)j = 1 za vsak x 2 K.
Dokaz.
1. Recimo, da je d surjektivna funkcija in naj bo x 2 K. Potem obstaja tak y 2 K,
da je x = d(y). Iz tega sledi, da y 2 id(x) in id(x) ni prazna mnozica. Recimo,
da id(x) 6= ; za vsak x 2 K. Naj bosta x 2 K in y 2 id(x) Od tod sledi, da je
x = d(y).
2. Recimo, da je d injektivna funkcija, x 2 K in y; z 2 id(x). Potem je d(y) = d(z) =
x. Ker je d injektivna, sledi da je y = z in zato je mnozica id(x) sestavljena le iz
enega elementa. Recimo, da je jid(x)j = 1 za vsak x 2 K. Naj bodo x; y; z 2 K
taki elementi, da je x = d(y) = d(z). Od tod sledi, da sta y; z 2 id(x) in ker je
jid(x)j = 1, je y = z.
V nadaljevanju si bomo ogledali nekaj lastnosti integrala id(0).
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Izrek 3.4. Naj bo K kolobar in d : K ! K odvajanje na K. Tedaj je id(0) = Ker(d).
Dokaz. Ker je id(0) = fx 2 K j d(x) = 0g = Ker(d), je izrek dokazan.
Denicija 3.6. Naj bo K kolobar z enoto 1 2 K. Za vsako naravno stevilo n, bo
oznaka n vedno pomenila element n = n  1 = 1 + 1 + 1 + : : :+ 1| {z }
n
2 K. Ce je celo
stevilo k =  n za neko naravno stevilo n, tedaj k oznacuje nasprotni element elementa
n.
Izrek 3.5. Naj bo K kolobar z enoto 1 2 K in naj bo d : K ! K odvajanje na K.
Potem velja:
1.  n;n 2 id(0) za vsako stevilo n 2 N.
2. Ce je n obrnljiv, potem je
n 1 m; m  n 1 2 id(0)
za vsa cela stevila m;n.
Dokaz.
1. Iz d(1) = d(1  1) = d(1)  1 + 1  d(1) = 2d(1) sledi, da je d(1) = 0. Torej je
1 2 id(0). Ker je
d(n) = d(1 + 1 + 1 + : : :+ 1| {z }
n
) = d(1) + d(1) + d(1) + : : :+ d(1)| {z }
n
= 0;
sledi, da je n 2 id(0). Iz d( n) =  d(n) = 0 sledi, da je  n 2 id(0).
2. Najprej opazimo, da je d(n 1) = 0. To sledi iz dejstva, da je 0 = d(1) =
d(n n 1) = d(n) n 1+n d(n 1) = 0+n d(n 1) = n d(n 1). Ker je n obrnljiv,
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je d(n 1) = 0. Iz d(n 1 m) = d(n 1) m + n 1  d(m) = 0 + 0 = 0 sledi, da je
n 1 m 2 id(0). Podoben razmislek nam pove m  n 1 2 id(0).
Posledica 3.1. Naj bo K kolobar z enoto 1 2 K in naj bo d : K ! K odvajanje na
K. Ce je y 2 id(x) in ce je n obrnljiv, potem je
y + n 1 m; y +m  n 1 2 id(x)
za vsa cela stevila m;n in za vse x; y 2 K.
Dokaz. Ta rezultat sledi iz izreka 3.5: d(y+n 1 m) = d(y)+ d(n 1 m) = x+0 = x.
Lema 3.1. Naj bo K kolobar in naj bo d : K ! K odvajanje na K. Ce sta elementa
y; z 2 id(x), potem je njuna razlika y   z 2 id(0) za vse x; y; z 2 K.
Dokaz. Lema sledi iz dejstva, da je d(y   z) = d(y)  d(z) = x  x = 0.
Naslednji izrek posplosuje ze znani izrek iz analize, ki pravi, da ce je g nedoloceni
integral funkcije f , potem je tudi g+c nedoloceni integral funkcije f , kjer je c poljubna
konstantna funkcija.
Izrek 3.6. Naj bo K kolobar in naj bodo x; z 2 K, d : K ! K odvajanje na K ter
y 2 id(x). Potem sta naslednji trditvi ekvivalentni:
1. z 2 id(x),
2. obstaja enolicen element w0 2 Ker(d), taksen, da velja z = y + w0.
Dokaz. Recimo, da je z 2 id(x) in naj bo w0 = z   y. Po lemi 3.1 je ocitno, da je
z = y + w0 in d(w0) = d(z   y) = 0. Ce je z = y + w0 = y + w1 za w0; w1 2 Ker(d),
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potem je 0 = z   z = w0   w1 in od tod sledi, da je w0 = w1.
Dokazimo se obrat. Naj bo z = y+w0 za w0 2 Ker(d). Potem velja d(z) = d(y+w0) =
d(y) + d(w0) = x+ 0 = x in od tod sledi, da je z 2 id(x).
Posledica 3.2. Naj bo K kolobar in naj bodo x 2 K, d : K ! K odvajanje na K ter
y 2 id(x). Potem je
id(x) = fy + z j z 2 Ker(d)g:
Dokaz. Ta rezultat sledi direktno iz izreka 3.6.
Primer 3.7 Naj bo D = R n f (2k+1)
2
j k je celo stevilog in naj bo K kolobar vseh
odvedljivih funkcij naD s standardnim sestevanjem ter mnozenjem funkcij ((f+g)(x) =
f(x) + g(x) in (f  g)(x) = f(x)g(x) za vsak x 2 D). Naj bo d standardno odvajanje
na D (d(f) = f 0 za vsak f 2 K). Denirajmo h 2 K na naslednji nacin:
h(x) =
(2k + 1)
2
; ce je x 2

(2k   1)
2
;
(2k + 1)
2

:
Potem je h 2 Ker(d). Denirajmo se f; g 2 K in sicer f(x) = 1
cos2 x
ter g(x) = tan x za
vsak x 2 D. Ker je g 2 id(f), je tudi g + h 2 id(f), kar sledi iz izreka 3.6.
V nadaljevanju bomo znano formulo iz analize
Z
c  f(x) dx = c 
Z
f(x) dx
(c 6= 0) razsirili na poljuben kolobar.
Izrek 3.7. Naj bo K kolobar in naj bosta d : K ! K odvajanje na K ter w 2 Ker(d).
Potem za vsak x 2 K velja:
1. w  id(x)  id(w  x) in id(x)  w  id(x  w).
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2. Ce je id(x) 6= ;, potem je id(w  x); id(x  w) 6= ;.
3. Ce je K kolobar z enoto 1 2 K, w obrnljiv element in id(x) 6= ;, potem je
id(w  x) = w  id(x) in id(x  w) = id(x)  w.
Dokaz. Ce je id(x) = ;, potem tocka 1. ocitno velja. Recimo, da je id(x) 6= ;.
Dokazati moramo, da je w  id(x)  id(w x) (id(x) w  id(x w) dokazemo na podoben
nacin). Naj bo z 2 id(x). Potem je d(w  z) = d(w)  z + w  d(z) = 0 + w  x = w  x
in od tod sledi w  z 2 id(w  x). S tem smo dokazali tocki 1. in 2. Dokazimo se
tocko 3. Recimo, da je w obrnljiv in da je id(x) 6= ;. Najprej opazimo, da iz izraza
0 = d(1) = d(w  w 1) = d(w)  w 1 + w  d(w 1) = w  d(w 1) dobimo d(w 1) = 0.
Iz tocke 2. sledi tudi, da je id(w  x) 6= ;. Vzemimo poljuben y 2 id(w  x) in naj bo
z = w 1  y. Potem je
d(z) = d(w 1  y) = d(w 1)  y + w 1  d(y) = 0 + w 1  w  x = x:
To pomeni, da je z 2 id(x) in od tod sledi, da je y = w  z 2 w  id(x). Podobno
dokazemo tudi id(x  w) = id(x)  w.
Primer 3.8 Ce uporabimo izrek 3.7 na primeru 3.7, dobimo id(h  f) = h  id(f). Izraz
lahko predstavimo s standardnim integralskim zapisom:
Z
h(x)f(x) dx = h(x)
Z
f(x) dx:
Opazimo, da h ni konstantna funkcija (je pa konstantna na vsaki povezani komponenti
njenega denicijskega obmocja D).
Naslednji izrek opisuje lastnosti integrala vsote elementov, produkta elementov ter
integral inverznega elementa.
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Izrek 3.8. Naj bo K kolobar in naj bo d : K ! K odvajanje na K.
1. Ce je y1 2 id(x1) in ce je y2 2 id(x2), potem je y1 + y2 2 id(x1 + x2) za vse
x1; x2; y1; y2 2 K.
2. Ce je y1 2 id(x1) in ce je y2 2 id(x2), potem je y1  y2 2 id(x1  y2 + y1  x2) za vse
x1; x2; y1; y2 2 K.
3. Ce je K kolobar z enoto 1 2 K in ce je y 2 id(x), potem je y 1 2 id( y 1 x y 1)
za vsak x 2 K in za vsak obrnljiv y 2 K.
Dokaz.
1. Prva trditev sledi iz d(y1 + y2) = d(y1) + d(y2) = x1 + x2.
2. Druga trditev sledi iz d(y1  y2) = d(y1)  y2 + y1  d(y2) = x1  y2 + y1  x2.
3. Opazimo, da je 0 = d(1) = d(y  y 1) = d(y)  y 1 + y  d(y 1), torej je d(y 1) =
 y 1  x  y 1. Od tod sledi, da je y 1 2 id( y 1  x  y 1).
Posledica 3.3. Naj bo K kolobar in naj bo d : K ! K odvajanje na K. Potem za
poljubne x; y; z 2 K velja, da ce sta y; z 2 id(x), potem je
1. y + z 2 id(2x),
2. y  z 2 id(x  z + y  x).
Dokaz. Rezultat sledi direktno iz izreka 3.8.
Posledica 3.4. Naj bo K komutativen kolobar z enoto 1 2 K in naj bo d : K ! K
odvajanje na K. Ce je y 2 id(x), potem je y 1 2 id( y 2  x) za vsak x 2 K in za vsak
obrnljiv y 2 K.
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Dokaz. Po izreku 3.8 je y 1 2 id( y 1  x  y 1). Ker je K komutativen kolobar, velja,
da je  y 1  x  y 1 =  y 2  x. Od tod sledi, da je y 1 2 id( y 2  x).
Lema 3.2. Naj boK kolobar in naj bo d : K ! K odvajanje na K. Ce sta id(x); id(y) 6=
;, potem je id(x+ y) = id(x) + id(y) za vse x; y 2 K.
Dokaz. Naj bo z 2 id(x) + id(y). Potem obstajata taka a; b 2 K, a 2 id(x), b 2 id(y),
da velja z = a+ b. Potem je d(z) = d(a+ b) = d(a) + d(b) = x+ y in od tod sledi, da
je z 2 id(x+ y) (to tudi dokazuje, da iz id(x); id(y) 6= ; sledi id(x+ y) 6= ;).
Naj bo z 2 id(x+y). Potem je d(z) = x+y. Ker je id(x) 6= ;, lahko izberemo a 2 id(x).
Potem je d(z   a) = d(z)  d(a) = d(z)  x = y in od tod sledi, da je z   a 2 id(y). S
tem smo dokazali, da je z = a+ (z   a) 2 id(x) + id(y).
V naslednjem izreku bomo posplosili metodo za integriranje po delih (glej izrek 2.9),
ki jo v mnogih virih navajajo s formulo
Z
udv = uv  
Z
vdu:
Izrek 3.9. (Integriranje po delih) Naj bo K kolobar in naj bo d : K ! K odvajanje na
K. Ce je id(d(x)  y); id(x  d(y)) 6= ;, potem je x  y 2 id(d(x)  y) + id(x  d(y)) za vse
x; y 2 K.
Dokaz. Iz trditve 3.1 in denicije odvoda sledi, da je x y 2 id(d(x y)) = id(d(x) y+x 
d(y)), torej je x y 2 id(d(x) y+x d(y)). Po lemi 3.2 sledi, da je id(d(x) y+x d(y)) =
id(d(x)  y) + id(x  d(y)).
V izreku 3.9 smo videli, da integriranje po delih deluje le, ce velja
id(d(x)  y); id(x  d(y)) 6= ;:
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Po drugi strani pa drzi, da mnozica id(d(x)  y + x  d(y)) ni nikoli prazna (v njej
vedno lahko najdemo x  y). Zato se pojavi naslednje vprasanje: ali je mozno, da je
id(d(x)  y); id(x  d(y)) = ;? V naslednjem primeru se lahko prepricamo, da se to lahko
zgodi.
Primer 3.9 Naj bo K kolobar 2  2 realnih matrik M2(R), A =
2641 0
0 0
375 in naj bo
d : K ! K notranje odvajanje na K, denirano s predpisom d(X) = X  A   A  X.
Naj bosta X =
2640 1
0 0
375 in Y =
2640 0
1 0
375. Potem sta d(X) =  X in d(Y ) = Y . Iz
d
0B@
264a b
c d
375
1CA =
2640  b
c 0
375 ;
d(X)  Y =  A in X  d(Y ) = A sledi, da sta id(d(X)  Y ) = ; in id(X  d(Y )) = ;.
V naslednjih izrekih je predstavljenih nekaj rezultatov, ki posplosujejo formulo
Z
xn dx =
xn+1
n+ 1
+ c:
Lema 3.3. Naj bo K kolobar z enoto 1 2 K in naj bo d : K ! K odvajanje na K.
Potem velja:
1. Ce je x 2 id(n  y) in je n obrnljiv, potem je n 1  x 2 id(y) za vse x; y 2 K in za
vsako celo stevilo n.
2. Ce je n  x 2 id(y) in je n obrnljiv, potem je x 2 id(n 1  y) za vse x; y 2 K in
vsako celo stevilo n.
Dokaz.
1. Iz d(n 1 x) = d(n 1) x+n 1 d(x) = 0+n 1 d(x) = n 1 d(x) = n 1 n y = y
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sledi n 1  x 2 id(y).
2. Iz d(x) = d(n 1 n x) = d(n 1)  (n x)+n 1 d(n x) = 0+n 1 d(n x) = n 1 y
sledi x 2 id(n 1  y).
Izrek 3.10. Naj bo K komutativen kolobar z enoto 1 2 K in naj bo d : K ! K
odvajanje na K. Potem je
xn 2 id(n  xn 1  d(x))
za vsak x 2 K ter za vsako naravno stevilo n.
Dokaz. Izrek bomo dokazali z indukcijo po n.
 Naj bo n = 1. Iz trditve 3.1 ocitno sledi, da je x 2 id(d(x)).
 Naj bo n = 2. Dokazati moramo, da je x2 2 id(x  d(x)). Velja, da je d(x2) =
d(x)  x+ x  d(x) = 2  x  d(x) in od tod sledi x2 2 id(2  x  d(x)).
 Recimo, da je xn 2 id(n xn 1  d(x)). Dokazati moramo, da je xn+1 2 id((n+1) 
xn  d(x)). Izracunajmo d(xn+1) = d(x  xn) = d(x)  xn + x  d(xn) = d(x)  xn +
x  (n  xn 1  d(x)) = xn  d(x) + n  xn  d(x) = (n + 1)  xn  d(x). Od tod sledi,
da je xn+1 2 id((n+ 1)  xn  d(x)).
Posledica 3.5. Naj bo K komutativen kolobar z enoto 1 2 K in naj bo d : K ! K
odvajanje na K. Ce je n obrnljiv, potem za vsak x 2 K in za vsako naravno stevilo n
velja
n 1  xn 2 id(xn 1  d(x)):
Dokaz. Dokaz sledi direktno iz izreka 3.10 in leme 3.3.
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Izrek 3.11. Naj bo K komutativen kolobar z enoto 1 2 K in naj bo d : K ! K
odvajanje na K. Potem za vsak obrnljiv x 2 K ter vsako naravno stevilo n velja
x n 2 id( n  x n 1  d(x)):
Dokaz. Izrek bomo dokazali z indukcijo po n.
 Naj bo n = 1. Iz 0 = d(1) = d(x  x 1) = d(x)  x 1 + x  d(x 1) sledi, da je
d(x 1) =  x 2  d(x). Torej je x 1 2 id( x 2  d(x)).
 Recimo, da je x n 2 id( n  x n 1  d(x)). Dokazati moramo, da je x n 1 2
id(( n  1) x n 2  d(x)). Izracunajmo d(x n 1) = d(x n x 1) = d(x n) x 1+
x nd(x 1) = ( nx n 1d(x))x 1+x n( x 2d(x)) =  nx n 2d(x) x n 2
d(x) = ( n 1)x n 2d(x). Od tod sledi, da je x n 1 2 id(( n 1)x n 2 d(x)).
Posledica 3.6. Naj bo K komutativen kolobar z enoto 1 2 K in naj bo d : K ! K
odvajanje na K. Potem za vsak obrnljiv x 2 K in za vsako celo stevilo n velja
xn 2 id(n  xn 1  d(x)):
Dokaz. Ce je n 6= 0, potem rezultat sledi iz izrekov 3.10 in 3.11. Ce je n = 0, potem
je po izreku 3.5 x0 = 1 2 id(0).
Posledica 3.7. Naj bo K komutativen kolobar z enoto 1 2 K in naj bo d : K ! K
odvajanje na K. Ce je n obrnljiv, potem je
n 1  xn 2 id(xn 1  d(x))
za vsak obrnljiv x 2 K in vsako celo stevilo n.
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Dokaz. Rezultat sledi direktno iz posledice 3.6 in leme 3.3.
3.3 KOLOBARJI INTEGRALOV
V tem razdelku bomo iz kolobarja K in odvajanja d na K konstruirali nov kolobar Kd
ter opisali nekaj njegovih lastnosti.
Izrek 3.12. Naj bo K kolobar in naj bo d : K ! K odvajanje na K. Druzina
Kd = fid(x) j id(x) 6= ;; x 2 Kg
je particija kolobarja K.
Dokaz. To bomo dokazali v dveh korakih.
 Najprej dokazimo, da je SKd = K. Ocitno je, da je SKd  K. Da bi dokazaliSKd  K, vzemimo poljuben x 2 K. Ker po trditvi 3.1 velja x 2 id(d(x)), sledi,
da je x 2 SKd.
 Zdaj pa bomo dokazali se, da je id(x) \ id(y) = ; natanko tedaj, ko je x 6= y za
vse x; y 2 K, za katere velja id(x); id(y) 6= ;. Recimo, da je id(x) \ id(y) 6= ;.
Potem za vsak z 2 id(x)\ id(y) velja x = d(z) = y. Recimo se, da je x = y in da
je id(x) 6= ;. Ocitno je id(x) = id(y) in od tod sledi id(x) \ id(y) = id(x) 6= ;.
Naj bo d odvajanje na kolobarju K. Na Kd = fid(x) j id(x) 6= ;; x 2 Kg denirajmo
operaciji  in  na naslednji nacin:
1. id(x) id(y) = id(x+ y),
2. id(x) id(y) = id(x  y),
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za vse id(x); id(y) 2 Kd. Najprej bomo obravnavali dobro deniranost operacij  in 
na Kd.
Naj bosta id(x); id(y) 2 Kd. Ce je id(x) = id(y), od tod sledi, da je x = y (saj za vsak
w 2 id(x) \ id(y) velja x = d(w) = y). Tedaj za operaciji  in  velja
1. id(x) id(z) = id(y) id(z),
2. id(x) id(z) = id(y) id(z),
3. id(z) id(x) = id(z) id(y),
za vsak id(z) 2 Kd.
Trditev 3.3. Naj bo d odvajanje na K. Ce sta id(x); id(y) 2 Kd, potem je tudi id(x)
id(y) 2 Kd.
Dokaz. Naj bosta id(x); id(y) 2 Kd (to pomeni, da id(x); id(y) 6= ;). Da bi dokazali,
da je id(x)  id(y) 2 Kd, moramo dokazati, da je id(x + y) 6= ; { to pa sledi direktno
iz leme 3.2.
Dokazovanje take lastnosti za operacijo  se izkaze za bolj zahtevno. Zato se zastavlja
naslednje vprasanje.
Vprasanje 3.1. Naj bo d odvajanje na kolobarju K in naj bosta x; y 2 K. Ali je
naslednja izjava resnicna: ce sta id(x); id(y) 2 Kd, potem je tudi id(x) id(y) 2 Kd (to
pomeni id(x  y) 6= ;)?
Denicija 3.7. Naj bo d odvajanje na kolobarju K. Odvajanje d imenujemo pravo
odvajanje, ce za vse x; y 2 K velja, da iz id(x); id(y) 2 Kd sledi, da je id(x  y) 2 Kd.
Ce uporabimo denicijo 3.7 pri vprasanju 3.1, lahko vprasanje malce preoblikujemo.
Vprasanje 3.2. Ali je vsako odvajanje na kolobarjih pravo odvajanje?
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V naslednjem primeru bomo ugotovili, da obstaja odvajanje na kolobarju, ki ni pravo
odvajanje.
Primer 3.10 Naj bodo K, d ter A;X; Y 2 K taki, kot v primeru 3.9. Potem je
X  Y = A, d( X) = X in d(Y ) = Y in od tod sledi (po podobnem razmisleku, kot v
primeru 3.9), da je id(X  Y ) = ;, ceprav je id(X); id(Y ) 6= ;.
V naslednjih primerih si bomo ogledali nekaj pravih odvajanj.
Primer 3.11 Naj bo K kolobar in naj bo d : K ! K trivialno odvajanje na K. Ocitno
je, da je d pravo odvajanje.
Primer 3.12 Naj bo K kolobar polinomov R[X] in naj bo d : K ! K standardno
odvajanje d(p) = p0. Potem za vse p1; p2 2 K velja, da je p1  p2 2 K in vedno obstaja
tak polinom p 2 K, da je d(p) = p1  p2. Torej je d pravo odvajanje.
V nadaljevanju bomo opisali prava odvajanja.
Izrek 3.13. Naj bo d odvajanje na kolobarju K. Naslednji trditvi sta ekvivalentni:
1. d je pravo odvajanje.
2. d(K) je podkolobar kolobarja K.
Dokaz. Naj bo d pravo odvajanje na K. Dokazati moramo, da je d(K) podkolobar
kolobarjaK. Vse kar moramo videti je, da ce sta x; y 2 d(K), potem je tudi xy 2 d(K).
Ker je d pravo odvajanje, sledi, da obstaja element z 2 id(x  y), kar pomeni, da je
d(z) = x  y. Od tod sledi, da je x  y 2 d(K).
Dokazimo se obrat. Recimo, da je d(K) podkolobar kolobarja K. Naj bosta x; y 2 K
poljubna elementa, taka, da velja id(x); id(y) 6= ;. Dokazati moramo, da je id(x y) 6= ;.
Jasno je, da za poljubna a 2 id(x) in b 2 id(y) velja, da je d(a) = x in d(b) = y . Torej
sta x; y 2 d(K). Ker je d(K) podkolobar kolobarja K, sledi, da je x  y 2 d(K). To
Kosec J. Integriranje na kolobarjih.
Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2015 40
pomeni, da obstaja tak element z 2 K, da je xy = d(z). Od tod sledi, da je z 2 id(xy)
in id(x  y) 6= ;.
Primer 3.13 Za taka K in d kot v primeru 3.12, je d(K) = K podkolobar kolobarja
K, vendar pa ni pravi podkolobar kolobarja K.
V naslednjem primeru bomo obravnavali tak kolobar K in odvajanje d na K, da bo
d(K) pravi podkolobar kolobarja K (d(K)  K in d(K) 6= K).
Primer 3.14 Naj bo
K =
8>>>><>>>>:
266664
a b c
0 0 d
0 0 e
377775 j a; b; c; d; e 2 R
9>>>>=>>>>;
podkolobar realnih 33 matrikM3(R) in naj bo A =
266664
1 1 1
0 0 1
0 0 1
377775. Naj bo se d : K ! K
notranje odvajanje na K, denirano s predpisom d(X) = X  A   A X. Hitro lahko
opazimo, da je
d(K) =
8>>>><>>>>:
266664
0 a b
0 0 c
0 0 0
377775 j a; b; c 2 R
9>>>>=>>>>;
pravi podkolobar kolobarja K. Po izreku 3.13 je d pravo odvajanje na K.
Izrek 3.14. Naj bo d pravo odvajanje na K. Potem je tudi (Kd;;) kolobar.
Dokaz. To, da je (Kd;;) kolobar, bomo dokazali v naslednjih korakih. Naj bodo
id(x), id(y), in id(z) poljubni elementi iz Kd. Potem velja:
1.  je komutativna operacija:
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id(x) id(y) = id(x+ y) = id(y + x) = id(y) id(x),
2.  je asociativna operacija:
(id(x)  id(y))  id(z) = id(x + y)  id(z) = id((x + y) + z) = id(x + (y + z)) =
id(x) id(y + z) = id(x) (id(y) id(z)),
3. id(0) je nevtralni element za :
id(0) id(x) = id(0 + x) = id(x) = id(x+ 0) = id(x) id(0),
4. id( x) je nasprotni element elementa id(x) za operacijo :
id(x) id( x) = id(x  x) = id(0) = id( x + x) = id( x) id(x) (ocitno je, da
ce je id(x) 6= ;, potem je tudi id( x) 6= ;),
5.  je asociativna operacija:
(id(x)  id(y))  id(z) = id(x  y)  id(z) = id((x  y)  z) = id(x  (y  z)) =
id(x) id(y  z) = id(x) (id(y) id(z)),
6. mnozenje  ter sestevanje  povezuje distributivnostni zakon:
(id(x)  id(y))  id(z) = id(x + y)  id(z) = id((x + y)  z) = id(x  z + y  z) =
id(x  z) id(y  z) = id(x) id(z) id(y) id(z).
Podobno dokazemo tudi, da je id(x)(id(y)id(z)) = id(x)id(y)id(y)id(z).
Od tod sledi, da je (Kd;;) kolobar.
Denicija 3.8. Naj bo d pravo odvajanje na kolobarju K. Potem (Kd;;) imenu-
jemo kolobar d-integralov na K oziroma kolobar integralov na K.
Primer 3.15 Naj bo K kolobar in d : K ! K trivialno odvajanje na K. Ocitno je,
da je d pravo odvajanje. Potem je Kd = fKg, id(0) = K, kolobar d-integralov na K,
(Kd;;), pa je trivialen kolobar.
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V primeru 3.16 bomo obravnavali tak kolobar K in tako pravo (notranje) odvajanje d
na K, da (Kd;;) ni trivialen kolobar, niti ni trivialno mnozenje .
Primer 3.16 Naj bosta K in d taka kot v primeru 3.14. Hitro vidimo, da je
id(O) =
8>>>><>>>>:
266664
a a b
0 0 a
0 0 a
377775 j a; b 2 R
9>>>>=>>>>; ;
kjer je O nicelna matrika v K. Naj bosta
X =
266664
0 b1 c1
0 0 d1
0 0 0
377775 in Y =
266664
0 b2 c2
0 0 d2
0 0 0
377775
matriki iz K. Sledi, da sta id(X); id(Y ) 6= ; in od tod sledi id(X); id(Y ) 2 Kd. Potem
je
id(X) id(Y ) = id(X  Y ) = id
0BBBB@
266664
0 0 b1d2
0 0 0
0 0 0
377775
1CCCCA :
Ker je matrika
B(b1; b2) =
266664
1
2
b1b2
1
2
b1b2 1
0 0 0
0 0 0
377775 2 id (X  Y )
pomeni, da je id(X  Y ) 6= ;. Za b1 = b2 = 1, B(b1; b2) 62 id(O) in zato v tem primeru
velja, da id(X) id(Y ) 6= id(O).
Na koncu tega razdelka si bomo ogledali se nekaj lastnosti kolobarjev integralov.
Izrek 3.15. Naj bo K kolobar in naj bo d : K ! K pravo odvajanje na K. Ce je K
kolobar z enoto 1 2 K in ce je id(1) 2 Kd, potem je tudi (Kd;;) kolobar z enoto |
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id(1) je enota za mnozenje.
Dokaz. Naj bo id(x) 2 Kd poljuben element. Potem velja id(x)  id(1) = id(x  1) =
id(x) = id(1  x) = id(1) id(x).
Izrek 3.16. Naj bo K kolobar in naj bo d : K ! K pravo odvajanje na K. Ce je K
komutativen kolobar, potem je tudi (Kd;;) komutativen kolobar.
Dokaz. Naj bosta id(x); id(y) 2 Kd poljubna elementa. Potem velja id(x)  id(y) =
id(x  y) = id(y  x) = id(y) id(x).
Izrek 3.17. Naj bodo K kolobar z enoto 1 2 K, d : K ! K pravo odvajanje na K,
id(1) 2 Kd ter id(x) 2 Kd za nek x 2 K. Ce je x obrnljiv v K in je id(x 1) 2 Kd,
potem je id(x) obrnljiv v Kd | id(x 1) je inverz za mnozenje elementa id(x).
Dokaz. Naj bo id(x) 2 Kd poljuben element, tak, da je x obrnljiv v K. Ce je
id(x
 1) 2 Kd, potem je id(x)id(x 1) = id(xx 1) = id(1) = id(x 1x) = id(x 1)id(x).
Lema 3.4. Naj bo K kolobar in naj bo d : K ! K odvajanje na K. Potem je id(x) 6= ;
natanko takrat, ko je x 2 d(K) za vsak x 2 K.
Dokaz. Recimo, da je id(x) 6= ; in naj bo y 2 id(x). Potem je d(y) = x in od tod
sledi, da je x 2 d(K). Dokazimo se obrat. Recimo, da je x 2 d(K). Vzemimo nek
element y 2 K tak, da je x = d(y). Potem je y 2 id(x) in od tod sledi, da je id(x) 6= ;.
Izrek 3.18. Naj bo K kolobar in naj bo d : K ! K pravo odvajanje na K. Kolobar
(Kd;;) je izomorfen podkolobarju d(K) kolobarja K.
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Dokaz. Naj bo f : d(K) ! Kd funkcija, denirana s predpisom f(x) = id(x) za vsak
x 2 d(K). Dokazati moramo, da je f izomorzem kolobarjev.
 Najprej dokazimo, da je f bijektivna. Jasno je, da je f surjektivna: naj bo
id(y) 2 Kd poljuben. Dokazali bomo, da je y 2 d(K) tak, da je f(y) = id(y). Ker
je id(y) neprazna mnozica, obstaja nek z 2 id(y), od tod pa sledi, da je d(z) = y.
To pomeni, da je y 2 d(K). Videti moramo se, da je f injektivna. Recimo, da je
f(x) = f(y), to pomeni id(x) = id(y). Za poljuben z 2 id(x) = id(y) velja, da je
x = d(z) = y. Torej je f tudi injektivna.
 Iz izreka 3.13 sledi, da je d(K) kolobar. Naj bosta x; y 2 d(K) poljubna elementa.
Potem sta id(x) in id(y) neprazni mnozici po lemi 3.4. Iz leme 3.2 sledi, da je
tudi id(x+ y) neprazna mnozica (id(x+ y) = id(x) + id(y)). Od tod sledi, da je
f(x+ y) = id(x+ y) = id(x) + id(y) = id(x) id(y) = f(x) f(y):
Ker je d pravo odvajanje, pomeni, da je id(x  y) 6= ;. Od tod sledi, da je
f(x  y) = id(x  y) = id(x) id(y) = f(x) f(y):
Primer 3.17 Naj bo K kolobar polinomov R[X] in d : K ! K standardno odvajanje
d(p) = p0. Potem je ocitno, da je d(K) = K in ker je d pravo odvajanje, iz izreka 3.18
sledi, da je v tem primeru (Kd;;) izomorfen kolobarju K.
Primer 3.18 Naj bosta K kolobar in d odvajanje, taka, kot v primeru 3.14. Potem je
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(Kd;;) po izreku 3.18 izomorfen
d(K) =
8>>>><>>>>:
266664
0 a b
0 0 c
0 0 0
377775 j a; b; c 2 R
9>>>>=>>>>; :
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Poglavje 4
JORDANSKA INTEGRIRANJA
V zadnjem poglavju bomo predstavili nov koncept jordanskih integriranj na kolobarjih
ter opisali njihove osnovne lastnosti.
Denicija 4.1. Naj bodo K kolobar, x 2 K in  : K ! K jordansko odvajanje na K.
Naj bo
j(x) = fy 2 K j x = (y)g:
Recemo, da je y 2 K jordanski -primitiven element elementa x 2 K, ce je
y 2 j(x):
Funkciji j : K ! 2K, x 7! j(x), recemo jordansko -integriranje na K, mnozici j(x)
pa jordanski -integral elementa x.
Funkcija j : K ! 2K je jordansko integriranje na K, ce obstaja jordansko odvajanje 
na K, tako, da je j = j. Za vsak x 2 K recemo, da je j(x) jordanski integral elementa
x.
Ker je vsako odvajanje d tudi jordansko odvajanje, sledi, da je vsako d-integriranje
tudi jordansko d-integriranje. Obstajajo kolobarji K ter jordanska odvajanja  na
K, ki niso odvajanja, zato od tod sledi, da za taka jordanska odvajanja , ustrezna
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jordanska -integriranja j niso nikoli -integriranja. Vendar pa, ali je res, da za vsako
tako jordansko odvajanje  obstaja tako odvajanje d, da je j = id? Iz naslednjega
izreka bomo ugotovili, da je odgovor negativen.
Izrek 4.1. Obstaja kolobar K in tako jordansko odvajanje  na K, da za vsako odva-
janje d na K velja id 6= j.
Dokaz. Naj bosta K kolobar in  jordansko odvajanje na K, ki ni odvajanje. Denimo,
da obstaja tako odvajanje d na K, da je id(x) = j(x) za vsak x 2 K. Naj bo y 2 K
poljuben element. Potem obstaja tak x 2 K, da je y 2 id(x) = j(x). Od tod sledi, da
je d(y) = x = (y). Dobimo d = , kar je protislovje.
Sedaj bomo natancno opisali jordanski integral nekega elementa.
Izrek 4.2. Naj bodo K kolobar, x; z 2 K,  : K ! K jordansko odvajanje na K ter
y 2 j(x). Naslednji trditvi sta ekvivalentni:
1. z 2 j(x).
2. Obstaja tak enolicen element w0 2 Ker(), da je z = y + w0.
Dokaz. Recimo, da je z 2 j(x). Naj bo w0 = z   y. Ocitno je, da je z = y + w0
in (w0) = (z   y) = (z)   (y) = x   x = 0. Ce je z = y + w0 = y + w1 za
w0; w1 2 Ker(), potem je 0 = z   z = w0   w1 in od tod sledi w0 = w1. Dokazimo
se obrat. Naj bo z = y + w0 za poljuben w0 2 Ker(). Potem je (z) = (y + w0) =
(y) + (w0) = x+ 0 = x in od tod sledi, da je z 2 j(x).
Posledica 4.1. Naj bodo K kolobar, x 2 K,  : K ! K jordansko odvajanje na K ter
y 2 j(x). Potem je
j(x) = fy + z j z 2 Ker()g:
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Dokaz. Rezultat sledi direktno iz izreka 4.2.
Za jordanska integriranja lahko opisemo podobne lastnosti, kot smo jih za navadna
integriranja opisali v razdelku 3.2.
Izrek 4.3. Naj bosta K kolobar ter  : K ! K jordansko odvajanje na K. Potem
veljajo naslednje trditve:
1. 0 2 j(0).
2. Ce sta y; z 2 j(x), potem je y   z 2 j(0) za vse x; y; z 2 K.
3. Za vsak x 2 K je x 2 j((x)).
4. Ce je j(x) 6= ;, potem je (j(x)) = fxg za vsak x 2 K.
5. Ce sta j(x); j(y) 6= ;, potem je j(x+ y) = j(x) + j(y) za vse x; y 2 K.
6. (jordansko integriranje po delih)
Ce so j((x)  y); j(x  (y)); j((y)  x); j(y  (x)) 6= ;, potem je
x  y 2 j((x)  y) + j(x  (y)) + j((y)  x) + j(y  (x))
za vse x; y 2 K.
7. Ce sta y1 2 j(x1) in y2 2 j(x2), potem je y1 + y2 2 j(x1 + x2) za vse
x1; x2; y1; y2 2 K.
8. Ce sta y1 2 j(x1) in y2 2 j(x2), potem je y1y2 2 j(x1 y2+y1 x2+x2 y1+y2 x1)
za vse x1; x2; y1; y2 2 K.
9. Jordansko odvajanje  je surjektivno natanko tedaj, ko je j(x) 6= ; za vsak x 2 K.
10. Jordansko odvajanje  je injektivno natanko tedaj, ko je jj(x)j = 1 za vsak x 2 K.
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Dokaz. Dokazi so zelo podobni ustreznim dokazom iz razdelka 3.2, zato podrobnosti
prepuscamo bralcu.
V nadaljevanju bomo iz kolobarja K ter jordanskega odvajanja  na K konstruirali
nova kolobarja (K;;) in (K;; ).
Izrek 4.4. Naj bosta K kolobar in  : K ! K jordansko odvajanje na K. Druzina
K = fj(x) j j(x) 6= ;; x 2 Kg
je particija kolobarja K.
Dokaz. Izrek dokazemo na enak nacin, kot smo dokazali izrek 3.12, le da zamenjamo
id z j.
Naj bo  jordansko odvajanje na kolobarju K: Denirajmo operacije ,  ter   na
K na naslednji nacin. Za vse j(x); j(y) 2 K, naj bo:
1. j(x) j(y) = j(x+ y),
2. j(x) j(y) = j(x  y),
3. j(x)  j(y) = j(x  y).
Podobno kot za operaciji  in  na Kd, je operacija  vedno dobro denirana, vendar
pa operaciji  ter   nista nujno dobro denirani operaciji. Naj izpostavimo, da kadar
je   dobro denirana operacija, ni nujno vedno asociativna, to pa zato, ker operacija
 ni nujno asociativna.
Trditev 4.1. Naj bo  jordansko odvajanje na kolobarju K. Ce sta j(x); j(y) 2 K,
potem je tudi j(x) j(y) 2 K.
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Dokaz. Rezultat sledi direktno iz 5. tocke izreka 4.3.
Obstajajo primeri kolobarjev in jordanskih odvajanj , za katere operaciji  ter   nista
dobro denirani (glej primer 4.1). Najprej bomo vpeljali naslednjo denicijo.
Denicija 4.2. Naj bo  jordansko odvajanje na kolobarju K. Potem je 
1. pravo jordansko odvajanje, ce j(x); j(y) 2 K implicira j(x  y) 2 K,
2. J-pravo jordansko odvajanje, ce j(x); j(y) 2 K implicira j(x  y) 2 K
za vse x; y 2 K.
V naslednjem primeru bomo videli, da obstaja jordansko odvajanje, ki ni pravo jor-
dansko odvajanje.
Primer 4.1 Naj bodo K, d ter A;X; Y 2 K taki, kot v primeru 3.9 in naj bo  = d.
Ker je  odvajanje, je tudi jordansko odvajanje. Po primeru 3.9 lahko hitro ugotovimo,
da je j(X  Y ) = ;, ceprav j(X); j(Y ) 6= ;. Od tod sledi, da  ni pravo jordansko
odvajanje.
Podobno sledi iz j(X  Y ) = j
0B@
2641 0
0 1
375
1CA = ;, da  ni J-pravo jordansko odvajanje.
V naslednjih primerih si bomo ogledali prava in J-prava jordanska odvajanja.
Primer 4.2 Naj bosta K kolobar in  : K ! K trivialno jordansko odvajanje na K.
Ocitno je, da je  pravo in tudi J-pravo jordansko odvajanje.
Primer 4.3 Naj bostaK kolobar polinomov R[X] ter d : K ! K standardno odvajanje
d(p) = p0. Potem je  = d jordansko odvajanje. Ocitno je, da za poljubna p1; p2 2 K
velja p1 p2; p1 p2 2 K ter vedno obstajata taka polinoma p; q 2 K, da je (p) = p1 p2
in (q) = p1  p2. Od tod sledi, da je  pravo, kot tudi J-pravo jordansko odvajanje.
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V naslednjih izrekih bomo opisali prava jordanska odvajanja in J-prava jordanska od-
vajanja ter si ogledali nekaj njunih lastnosti.
Izrek 4.5. Naj bo  odvajanje na kolobarju K. Naslednji trditvi sta ekvivalentni.
1.  je pravo jordansko odvajanje.
2. (K) je podkolobar kolobarja (K;+; ).
Dokaz. Dokaz je podoben dokazu izreka 3.13, zato podrobnosti prepuscamo bralcu.
Izrek 4.6. Naj bo  odvajanje na kolobarju K. Naslednji trditvi sta ekvivalentni.
1.  je J-pravo jordansko odvajanje.
2. (K) je podkolobar kolobarja (K;+; ) (ki ni nujno asociativen).
Dokaz. Dokaz je podoben dokazu izreka 3.13.
Izrek 4.7. Vsako pravo jordansko odvajanje je tudi J-pravo jordansko odvajanje.
Dokaz. Naj bosta K kolobar in  : K ! K pravo jordansko odvajanje na K. Naj
bosta se j(x); j(y) 2 K. Ker je  pravo jordansko odvajanje, sta j(x y); j(y x) 6= ;.
Naj bosta a 2 j(x  y) ter b 2 j(y  x). Potem je
a+ b 2 j(x  y) + j(y  x) = j(x  y + y  x) = j(x  y):
Od tod sledi, da je j(x  y) 6= ;.
Naslednji primer opisuje jordansko odvajanje, ki je pravo jordansko odvajanje ter tudi
J-pravo jordansko odvajanje, vendar pa ni odvajanje.
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Primer 4.4 Naj bodo A0 =
2640 1
0 0
375, I =
2641 0
0 1
375, O =
2640 0
0 0
375 in naj bosta
X = fxI + yA0 j x; y 2 Rg in Y = fxA0 j x 2 Rg
podkolobarja kolobarja realnih 2 2 matrik M2(R). Naj bo se
K =
8><>:
264A B
C D
375 j A;B;D 2 X;C 2 Y
9>=>; :
Ce K opremimo z naslednjim sestevanjem in mnozenjem:
264A1 B1
C1 D1
375+
264A2 B2
C2 D2
375 =
264A1 + A2 B1 +B2
C1 + C2 D1 +D2
375
in 264A1 B1
C1 D1
375 
264A2 B2
C2 D2
375 =
264A1A2 +B1C2 A1B2 +B1D2
C1A2 +D1C2 C1B2 +D1D2
375 ;
potem je (K;+; ) kolobar. Denirajmo se preslikavo  : K ! K kot

0B@
264A B
C D
375
1CA =
264O C
O O
375 :
Preprosto lahko pokazemo, da je  jordansko odvajanje, vendar pa ni odvajanje. Ker
je
(K) =
8><>:
264O C
O O
375 j C 2 Y
9>=>;
podkolobar kolobarja (K;+; ), sledi, da je  pravo jordansko odvajanje. Po izreku 4.7
je celo J-pravo jordansko odvajanje.
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Vsi primeri J-pravih jordanskih odvajanj, ki smo jih preucili do sedaj, so pokazali, da
je J-pravo jordansko odvajanje tudi pravo jordansko odvajanje. Primer, ki bi dokazoval
nasprotno, zaenkrat se ni znan, zato se poraja naslednje vprasanje.
Vprasanje 4.1. Ali obstaja J-pravo jordansko odvajanje, ki ni pravo jordansko odva-
janje?
Izrek 4.8. Naj bo  jordansko odvajanje na kolobarju K.
1. Ce je  pravo jordansko odvajanje, potem je (K;;) kolobar.
2. Ce je  J-pravo jordansko odvajanje, potem je (K;; ) kolobar (ki ni nujno
asociativen).
Dokaz. Dokaz je enak kot dokaz izreka 3.14, s tem, da zamenjamo id z j (ter  z  ).
Sledita deniciji kolobarja jordanskih -integralov na K ter jordanskega kolobarja jor-
danskih -integralov na K.
Denicija 4.3. Naj bo  jordansko odvajanje na kolobarju K.
1. Ce je  pravo jordansko odvajanje, potem kolobar (K;;) imenujemo kolobar
jordanskih -integralov na K, oziroma kolobar jordanskih integralov na K.
2. Ce je  J-pravo jordansko odvajanje, potem kolobar (K;; ) imenujemo jordan-
ski kolobar jordanskih -integralov na K, oziroma jordanski kolobar jordanskih
integralov na K.
Primer 4.5 Ce vzamemo  = d kot v primeru 3.16, dobimo tako pravo jordansko
odvajanje, da (K;;) ni trivialen kolobar.
Lema 4.1. Naj bosta K kolobar in  : K ! K jordansko odvajanje na K. Potem je
j(x) 6= ; natanko tedaj, ko je x 2 (K) za vsak x 2 K.
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Dokaz. Naj bosta j(x) 6= ; in y 2 j(x). Potem je (y) = x in od tod sledi, da je
x 2 (K). Dokazimo se obrat. Recimo, da je x 2 (K). Vzemimo poljuben y 2 K,
tak, da je x = (y). Potem je y 2 j(x) in zato je j(x) 6= ;.
V izreku 4.9 bomo opisali kolobarja (K;;) in (K;; ).
Izrek 4.9. Naj bosta K = (K;+; ) kolobar in  : K ! K jordansko odvajanje na K.
1. Ce je  pravo jordansko odvajanje, potem je (K;;) izomorfen podkolobarju
(K) kolobarja (K;+; ).
2. Ce je  J-pravo jordansko odvajanje, potem je (K;; ) izomorfen podkolobarju
(K) kolobarja (K;+; ) (ki ni nujno asociativen).
Dokaz. Naj bo f : (K) ! K funkcija, denirana s predpisom f(x) = j(x) za vsak
x 2 (K). Najprej dokazimo, da je f bijektivna. Jasno je, da je f surjektivna, ker je
j(x) 6= ; za vsak x 2 (K). Dokazati moramo se, da je f injektivna. Recimo, da je
f(x) = f(y) (j(x) = j(y)). Za poljuben z 2 j(x) = j(y) velja, da je x = (z) = y.
Torej je f bijektivna.
1. Recimo, da je  pravo jordansko odvajanje. Iz izreka 4.5 sledi, da je (K) pod-
kolobar kolobarja (K;+; ). Naj bosta x; y 2 (K) poljubna elementa. Potem
sta j(x) ter j(y) po lemi 4.1 neprazni mnozici. Iz 5. tocke izreka 4.3 sledi, da
j(x+ y) ni prazna mnozica (j(x+ y) = j(x) + id(y)). Od tod sledi
f(x+ y) = j(x+ y) = j(x) + j(y) = j(x) j(y) = f(x) f(y):
Ker je  pravo jordansko odvajanje, je j(x  y) 6= ;. Od tod sledi
f(x  y) = j(x  y) = j(x) j(y) = f(x) f(y):
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2. Ce je  J-pravo jordansko odvajanje, je dokaz podoben kot v zgornjem primeru.
V zakljucku poglavja si bomo ogledali se primer izomorzma kolobarjev, kot smo ga
opisali v izreku 4.9.
Primer 4.6 Naj bo K kolobar, deniran kot v primeru 4.4. Po 1. tocki izreka 4.9 je
(K;;) izomorfen
(K) =
8><>:
264O C
O O
375 j C 2 Y
9>=>;
(podkolobar kolobarja (K;+; )), ki je izomorfen kolobarju Y . Od tod sledi, da je tudi
(K;;) izomorfen Y .
Po 2. tocki izreka 4.9 je (K;; ) izomorfen (K) (podkolobar kolobarja (K;+; )), ki
je izomorfen kolobarju Y .
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